Teoria grafurilor — rezumat pentru examenul de bacalaureat
Grafuri neorientate

Definitie.Se numeste graf neorientat o pereche de doua multimi (X, U) unde X este 0 multime finita si
nevida de elemente numite noduri sau varfuri, iar U este o multime de perechi neordonate de elemente din
X numite muchii.

Vom nota cu G=(X,U) un graf neorientat. Muliimea X se numeste multimea nodurilor sau a
varfurilor grafului G iar U, multimea muchiilor.

O muchie ueU este deci 0 submultime de doua varfuri distincte x si 'y din X si se noteaza cu[X)y]. Vom
spune despre varfurile x si y ca sunt adiacente in G iar despre u si X ca sunt incidente (analog despre wsi y). Se
mai spune ca X si y sunt extremitatile muchiei u. Muchia [x,y] este identica cu [y,X].

Daca ul si u2 sunt doud muchii care au o extremitate comuna, ele vor fi numite de asemenea
incidente.

Un aspect important al teoriei grafurilor este aspectul geometirc. Un graf poate fi reprezentat cu
ajutorul unei figuri plane in care fiecarui varf i se poate asocia un punct si fiecarei muchii [x,y] Ti putem
asocia un segment sau o linie care uneste punctele x si Y. Evident se naste concluzia ca orice graf admite 0
infinitate de reprezentari planare.

Exemplu.
X={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} iar
U={[1.5], [3.7], [4.6]. [9.8], [10.2], [1.2],
[9.4], [1,10], [6,8]}. O posibila
reprezentare planard a grafului G=(X,U)
poate fi cea alaturata.

Definitie. Un graf partial al
grafului G=(X,U) este un graf G1=(X,V)
astfel incat VcU.

Cu alte cuvinte, un graf partial al unui

graf se obtine pastrand aceeasi multime de
varfuri si eliminand o parte din muchii.
Se mai spune ca un graf partial G1=(X,V)
este indus de multimea V demuchii.
Exemplu. Pentru graful G din
figura de mai sus, G1=(X,V) unde
V={[1,5], [2,10], [6,4]}, reprezentat in
figura alaturatd, este un graf partial.
Definitie. Un subgraf al unui graf G=(X,U) este un graf H=(Y,V)

astfel incat Y<X iar V contine toate muchiile din U cu proprietatea ca au 2) ®
ambele extremitdti in Y. Vom spune ca subgraful H este indus sau generat

de multimea de varfuri Y.

Prin urmare, un subgraf al unui graf se obtine eliminand o parte
din varfuri si toate muchiile incidente cu acestea.

Exemplu. Pentru graful G initial, daca Y={1,2,3,7,10} si
V={[1,2], [1,10], [2,10], [3,7]} atunci H=(Y,V) este un subgraf al lui G.

Teorema. Numarul de grafuri neorientate cu n varfuri date X={1,2,...n} este .



Teorema se poate demonstra folosind faptul ca pentru doua multimi A si B cu a, respectiv b elemente,
existd functii definite pe A cu valori in B. Multimea A va fi formata din toate submultimile cu doua elemente
din X iar multimea B={0,1}.

Definitie. Gradul unui varf x este numarul muchiilor incidente cu X (adica numarul de muchii la care
una dintre extremitati este x). Se noteaza cu d(x) (din limba franceza,,degre”).

Un varf care are gradul 0 (nu existd muchii incidente cu el) se numeste varf izolat. Un varf care are
gradul 1 (este extremitatea unei singure muchii) se numeste varf terminal. Tn graful initial G, varful 11 este
izolat iar 5 varf terminal.

Consecinta. Daca un graf G=(X,U) are n varfuri 1,2,...n (sau altfel
numerotate) si m muchii atunci suma gradelor varfurilor este 2m.

Demonstratia este evidentd observand ca fiecare muchie [x,y]
contribuie cu o unitate la gradul lui x si cu o unitate la gradul lui y.

Consecinti. In orice graf G existd un numar par de varfuri de grad
impar.

Definitie. Se numeste graf complet cu n varfuri un graf care are
proprietatea ca oricare doua varfuri diferite sunt adiacente. Un graf complet Graful complet K5

cu n varfuri se noteaza prin Kx.
Consecinta. Graful complet Ky are muchii.

Reprezentarea grafurilor neorientate in memorie.

Fie G=(X,U) un graf neorientat cu n varfuri. Deoarece intre multimea X cu n elemente si multimea
{1,2,...,n} exista 0 bijectie, putem presupune, fara a restrange generalitatea, ca X={1,2,...,n}. Reprezentarea
unui graf in memorie inseamna alegerea unei modalitati de a retine anumite date despre graf astfel Tncét
acestea sa identifice graful in mod unic.

Matricea de adiacenta. Este o matrice patratica si binara de ordinul n definita astfel:

alil [j1=1, daca [i,j] €U, respectiv a[i] [j]=0daca nu exista muchia [i,j].

Din modul de definire a matricei de adiacenta rezulta ca ea este simetrica fata de diagonala principala.

In primele doua figuri de mai jos avem un graf cu 5 varfuri si matricea lui de adiacenta.
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Liste de adiacenta. Se precizeaza numarul n de varfuri si pentru fiecare varf i, lista Lj a vecinilor sai,

adica lista varfurilor j pentru care [1,j] eU.
Alfel spus, pentru fiecare varf x se creeaza o lista cu varfurile adiacente cu x. In cea de-a treia figura

de mai sus este reprezentat graful folosind liste de adiacenta.
Vector de muchii. Se defineste un tip “muchie” care sd retind doud elemente de tip intreg
(extremitatile muchiei) apoi un vector unidimensional de tip ,,muchie”. Tn limbajul C++ modalitatea este prin

intermediul unei structuri:
struct muchie { int x,y; } U[1000];

In declaratia de mai sus tabloul U poate memora cel mult 1000 de muchii cu extremitatile in x si y.



Conexitate.

Fie G=(X,U) un graf neorientat cu n varfuri, X={X,X2,...Xn}.

Definifie. Se numeste lant in G o succesiune de varfuri L=[y1, Y2, ..., Y] cu proprietatea ca oricare
doua varfuri consecutive din L sunt adiacente, adica [y1,Y2], [Y2,Y3l,...[yk-1,Yx] €U. Varfurile yi si yi+t
(1=1,2,...,k-1) se numesc extremitatile lantului iar numarul de muchii din care este format lantul se numeste
lungimea lantului.

Proprietate. Daca varfurile y1, Y2, ..., Yk sunt diferite doua cate doud atunci lantul se numeste
elementar.

Exemplu. In graful din figura alaturata,
L1=[1, 2, 3,5, 4, 8], L2=[1, 2, 3, 2], L3=[9, 3, 5, 4,
3,2]siL4=[6,3,5,4, 8] suntlanturi, L1 si L&iind
elementare. Lantul L1 are lungimea5.

Definitie. Se numeste ciclu ingraful G unlant L cu proprietatea ca y1=Yk sitoate muchiile [y1,y2],
[y2,y3l....[yk-1,Y] sunt diferite doua cate doua.

Exemplu. Tn graful din figura de mai sus, C1=[3, 4, 5, 3, 7, 6, 1, 2, 3] este un ciclu.

Definitie. Se numeste ciclu elementar un ciclu cu proprietatea ca oricare doua varfuri, cu exceptia
primului si a ultimului, sunt diferite doua cate doua.

Exemplu. Ciclul C2=[3, 4, 5, 3] din acelasi graf este elementar pe cand C1 nu este deoarece varful 3
se repeta.

Definitie. Douacicluri C1siC2suntegale/echivalente daca muchiile lorinducacelasi graf partial d
subgrafului generat de varfurile ce apartin lui C1, respectiv lui C2.

Exemplu. Ciclurile C2 si C3=[4, 5, 3, 4] reprezinta de fapt acelasi ciclu.

Definitie. Un graf G se numeste conex daca pentru oricare doua varfuri diferite X siy, exista cel puinun
lant ale carui extremitati sa fie aceste varfuri.

Exemplu. Graful din figura de mai sus este conex iar cel din figura alaturata nu este deoarece nu

existd niciun lant care sa lege varfurile 9 si 6.

Definitie. Se numeste componenta conexa a @) a) 1) O 9' 1)
grafului G=(X,U) un subgraf H=(Y,V) conex si cu ‘ O(
proprietatea ca nu exista niciun lant in G care sa lege un 6) 9 (11) 6 )

varf din Y cu un varf din X-Y.

Definitie echivalentd. Se numeste componenta conexa a grafului G=(X,U) un subgraf H=(Y,V)
conex si maximal in raport cu proprietatea de conexitate (adica subgraful H nu se poate extinde prin
adaugarea de varfuri din G).

Exemplu. Tn figura de mai sus, considerand ca Y={3, 4, 8, 9} si V={[8.,4], [4,3], [4.,9], [3.9]}
obtinem subgraful H=(Y,V) care este o component conexa. Graful din figura are 4 componente conexe (un
varf sau o muchie definesc o componenta conexa).

Consecinta. Daca un graf are kK componente conexe, atunci este nevoie de cel putin k-1 muchii pentru a-|
face conex (cate o muchie intre douda componente conexe).

Definitie. Intr-un graf G=(X,U) se numeste ciclu
hamiltonian un ciclu elementar care contine toate varfurile grafului.

Definitie. Se numeste graf hamiltonian un graf care contineun
ciclu hamiltonian.




Exemplu. Tn graful din figura alaturata, ciclul C=[1, 2, 3, 5, 4, 6, 7, 1] este hamiltonian.

Consecinta. Daca intr-un graf cu n varfuri (n>3), gradul fiecarui varf este cel putin n/ 2, atunci graful
este hamiltonian.

Definitie. Tntr-un graf G=(X,U) se
numeste ciclueulerianunciclucare contine
toate muchiile grafului. Un graf care contine
un ciclu eulerian se numeste graf eulerian.

Exemplu. Graful din figura alaturata
este eulerian deoarece el contine ciclul
eulerian C=[1, 10, 2, 3, 4,5, 6, 3,7, 8, 10, 9,
13,11, 10, 12, 1].

Consecinta. Un graf eulerian poate sa contina varfuri izolate.

Teorema. Un graf G=(X,U) care nu contine varfuri izolate, este eulerian daca si numai daca este
conex si gradele tuturor varfurilor sunt numere pare.

Grafuri orientate

Definifie.Se numeste graf orientat o pereche de douda mulimi (X, U) unde X este o mulime finita g
nevida de elemente numite noduri sau varfuri, iar U este o multime de perechi ordonate de elemente din X
numite arce.

Consecinta. Singura diferentd dintre grafurile neorientate si cele orientate este cd la grafurile
orientate, perechile din U sunt ordonate.

Orice arc ueU va fi notat cu u=(x,y) si spunem ca x este extremitatea initiala iar y este extremitatea
finala a arcului. Arcul (x,y) este diferit de arcul (y,x). Graful orientat se poate reprezenta planar asociind
varfurile unor puncte iar arcele cu sageti care sa uneasca cele doua extremitati ale unui arc.

Exemplu. Graful G=(X,U) unde X={1, 2, 3, 4,5, 6, 7} iar
U={(3,6), (6,3), (6,2),(2,4), (6,4), (4,6), (1,7)} se poate reprezenta planar
ca in figura alaturata.

)

Ca si in cazul grafurilor neorientate, dacd existd arcul u=(X,y)
spunem ca varfurile x si y sunt adiacente si amandoua sunt incidente au
arcul u. Se poate observa ca pentru grafuri orientate sunt doup tipuri de arce incidente cu un varf: arce ,,care
intrd” si arce ,,care ies” din varf. Vom defini deci doua concepte distincte care sa corespundd numadarului
arcelor din fiecare dintre cele doua categorii.

Teorema. Numarul de grafuri orientate cu n varfuri date X={1,2,...n} este .

Definitie. Numim grad exterior al unui varf x, notat cu d*(x), numarul arcelor de forma (x,y)eU.
Analog numim grad interior al unui varf x, notat cu d-(x), numarul arcelor de forma (y,x)eU.

Exemplu. Tn graful de mai sus: d*(4)=1, d-(4)=2, d*(6)=3, d-(1)=0, d-(5)=0.

Definitie. Un drum intr-un graf orientat G=(X,U) este o succesiune de varfuri D=(y1, y2, ..., x) cu
proprietatea ca (y1,y2), (y2,y3),...(yk-1,yk) €U (sunt arce ale grafului).

Exemplu. In graful de mai sus D1=(6, 3, 6, 2, 4) si D2=(3, 6, 2, 4) sunt drumuri. Asadar un drum
poate fi privit ca un lant in care toate arcele au aceeasi orientare data de sensul de deplasare de la
extremitatea initiald catre cea finala.

Definitie. Numim drum elementar un drum cu proprietatea ca oricare doua varfuri sunt distincte.

Tn exemplul de mai sus D2 este drum elementar iar D1 drum neelementar.



Definitie. Daca D=(y1, Y2, ..., Yk) este un drum cu proprietatea cd y1=Yk si oricare doud arce sunt
distincte, atunci drumul poarta numele de circuit. Daca toate varfurile circuitului, cu exceptia primului si a
ultimului, sunt distincte, atunci circuitul se numeste circuit elementar.

Exemplu. Tn graful de mai sus C1=(6, 3, 6, 2, 4, 6) este un circuit neelementar iar C2=(6, 2, 4, 6) este
un circuit elementar.

Observatie. Notiunile de graf partial si subgraf la grafuri orientate se definesc analog grafurilor
neorientate: graful partial se obtine eliminand o parte din arce iar subgraful, eliminand o parte din varfuri stoate
arcele incidente cu varfurile eliminate. Lungimea unui drum sau circuit este analog asociatd numarului de
arce care alcatuiesc drumul sau circuitul respectiv.

Definitie. Spunem despre un graf orientat G=(X,U) ca este tare conex daca pentru oricare doua
varfuri x si y din X exista un drum de la x la y si un drum de la y la x (drum dus-intors de la x la'y).

Graful din figura de mai sus nu este tare conex (de exemplu nu existd drum de la 6 1a 7).

Definitie. O componenti tare conexi a unui graf orientat G=(X,U) este un subgraf H=(Y,V) al lui G
care este tare conex si maximal 1n raport cu aceasta proprietate (adica subgraful nu se mai poate extinde prin
adaugarea de varfuri din X-Y si sa isi pastreze proprietatea de tare conexitate).

Exemplu. Graful din figura anterioara are 4 componente tare conexe. Prima este subgraful definit de
varfurile 2, 3, 4 si 6 iar celelalte trei au cate un varf: 1, 551 7.

Reprezentarea grafurilor orientate in memorie.

Metodele descrise anterior la grafuri neorientate se definesc asemanator si la grafurile orientate.
Matricea de adiacenta. Este o matrice patratica si binara de ordinul n definita astfel:
ali] [j1=1, daca (i,j) €U, respectiv a[1i] [j]=0daca nu exista arcul (i,j).
Din modul de definire a matricei de adiacenta rezulta ca ea nu este simetrica fata de diagonala
principala. In primele doua figuri de mai jos avem un graf cu 7 varfuri si matricea lui de adiacenta.

Matrice adiacenta Varf | Vecini
() 2) ofo[ofofof0]1 1 |7
\A 0(0/0[1]0]0]0 2 14
[ olofo]o]o]1]0 3 6
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o

Liste de adiacenta. Se precizeaza numarul n

adica lista varfurilor j pentru care (i,j) €U.
Alfel spus, pentru fiecare varf x se creeaza o listd cu varfurile la care se poate ajunge printr-un arc,

plecand de la x. Tn cea de-a treia figura de mai sus este reprezentat graful folosind liste de adiacenta.
Vector de arce. Se defineste un tip “arc” care sa retinda doua elemente de tip intreg (pentru
extremitatea initiald a arcului, respectiv cea finald) apoi un vector unidimensional de tip ,,arc”. In limbajul

C++ modalitatea este prin intermediul unei structuri:
struct arc { int x,y; } U[1000];

Tn declaratia de mai sus tabloul U poate memora cel mult 1000 de arce cu extremitaile initiale Tn x icele
finale in y (sau invers).

e varfuri si pentru fiecare varf i, lista Li a vecinilor sai,



Arbori

Definitie. Numim arbore un graf neorientat, conex si fara cicluri.

Figura alaturatd reprezinta un arbore. Se observa ca oricum am adduga (1) ¢ &)
o muchie se va forma un ciclu si orice muchie s-ar elimina, se va pierde
proprietatea de conexitate. Observatia este valabila pentru orice arbore. (1)
Consecinta. Un arbore cu n varfuri are n-1 muchii. )

Definitie. Numim arbore cu radacina un arbore in care varfurile se pot distribui pe nivele incepand
cu un varf oarecare numit radacina si considerat pe nivel 0. VVarfurile adiacente radacinii vor ocupa nivelul 1,
cele adiacente cu acestea, nivelul 2, s.a.m.d.

Observatie. Oricare varf al unui arbore se poate alega ca radacina
pentru a distribui pe nivele celelalte varfuri. Tn arborele din figura
alaturata radacina este 3.

Definitie. Daca x si y sunt doud noduri adiacente intr-un arbore cu
radacind iar x este situat pe un nivel superior atunci y se va numi fiu sau
descendent direct al lui x. Varful x se va numi tatal sau parintele lui y.
Daca doua varfuri y si z au acelasi parinte atunci se vor numi frati. Un varf
care nu are fii se numeste varf terminal saufrunza.

Exemplu. In arborele cu radicina din figura alaturata varful 4 este parintele (tatal) lui 5 iar 5 este fiul
(descendent direct) lui 4. Varfurile 7, 8 si 10 sunt frati. Varfurle 2, 6, 9, 7, 8 si 10 sunt frunze.

Definitie. Daca exista un lant intre nodurile X si y dintr-un arbore cu radacina iar x este situat pe umivel
superior atunci y se va numi descendent al lui x, situatie in care se poate spune si despre x cid este
ascendentul lui y.

Exemplu. In arborele cu radicina din figura de mai sus varful 4 are ca descendenti varfurile 5, 8, 7 si
10. Radacina 3 are ca descendenti toate varfurile arborelui si este singurul varf care nu are parinte.

Definitie. Numim iniltime a unui arbore cu radacina, lungimea (numarul de muchii) celui mai mare
lant care leaga radacina de o frunza. De exemplu, arborele din figura are inaltimea 3.

Metode de reprezentare.

Orice metoda de reprezentare in memorie a unui graf neorientat se poate aplica si arborilor deoarece
arborele este un graf. Atunci cand arborele este transformat intr-unul cu radacina, se pot folosi metode
specifice.

Vector de tati. Se foloseste un vector cu n elemente (pentru un arbore cu n varfuri) care retine tatil
fiecarui varf. Pentru radacina, prin conventie se foloseste valoarea 0. De exemplu, pentru arborele din figura
obtinem urmatoarele valori:

tata | 3 1 0 3 4 1 5 5 3 5

varf | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Liste de descendenti. Pentru fiecare varf se construieste cate o lista cu descendentii directi (fif). Pentru
frunze, listele vor fi evident vide. De exemplu, pentru arborele din figura, L(4)={5}, L(5)={7, 8, 10}, L(2)=0
iar L(3)={1, 4, 9}.



